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Introduccion.

En este trabajo de tesis M denotard una variedad conexa y cerrada. La funcién
L :TM x S! = R serd un Lagrangiano periédico (o0 L : TM — R denotard un
Lagrangiano auténomo) que satisface las condiciones de convexidad y superlineali-
dad; ademés, en el caso periédico pediremos también que cumpla con la hipétesis
de completez. ‘

Asociado con el Lagrangiano L tenemos un flujo ¢; : TM xSt — TM xS! llama-
do el flujo de Euler-Lagrange. Entre los muchos aspectos interesantes de la dindmica
del flujo de Euler-Lagrange, destacan aquellos relacionados con érbitas y medidas

invariantes que satisfacen propiedades variacionales globales y no s6lo de caracter

local. Asi los conjuntos invariantes por este flujo son principalmente construidos
mediante el uso sistemético de métodos variacionales. Esta teoria fue motivada
en sus origenes por problemas en mecénica, en particular, el problema de estabili-
dad para sistemas dindmicos. En el caso de sistemas de dos grados de libertad, la
teoria de estabilidad estd basada sobre la construccién de toros invariantes bidimen-
sionales (teorfa KAM). El entendimiento de estos fenémenos fue posible mediante
el estudio de sistemas dindmicos discretos, es decir de los iterados de mapas que
preservan area, llamados mapas twist monétonos (Mather [24]). Al mismo tiempo,
y de forma independiente, Aubry en [2] estudié modelos simples para el movimiento
unidimensional del electrén en un cristal. Las configuraciones de energia minima que
encontré Aubry corresponden a las érbitas sobre conjuntos invariantes para mapas
twist mondétonos encontrados por Mather.

Aubry y Mather encontraron una interesante familia de conjuntos minimales para
mapas twist exactos del cilindro, pero esta teoria estd restringida estrictamente a
mapas sobre espacios 1 o 2 dimensionales, ambos sistemas corresponden a sistemas
Hamiltonianos de dos grados de libertad; sin embargo, Mather en [22] fue capaz
de generalizar esta teoria en el contexto de Lagrangianos Convexos y superlineales.
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El trabajé algunos métodos variacionales para encontrar medidas invariantes por
el flujo ¢; con una posicién homoldgica dada. Adem4s, Moser en ([25]) probé que
cualquier mapa twist exacto sobre el cilindro S! x R puede ser considerado como el
mapa tiempo uno ¢; : T'S* — T'S? del flujo ¢, : TS* x St — TS! x S1 generado por
un Lagrangiano periédico L : TS! x R — R. Entonces Mather usando este resultado
mostré cémo recuperar los conjuntos minimales de Aubry-Mather, asf como también
sus propiedades principales como un caso especial de su teorfa general. En dicha
generalizacién Mather definié dos funciones importantes en la teoria de sistemas
Lagrangianos, que en cierto sentido codifican informacién sobre la dindmica del
conjunto de medidas invariantes con una homologia dada, éstas son conocidas como
la. funcidn Beta y la funcién Alfa, y su estudio serd parte central de este trabajo
de tesis. Para motivar algunos de nuestros resultados hagamos primero algunas
consideraciones. ‘

Lagrangianos Convexos y Superlineales.

. Sea M una variedad cerrada, conexa y TM su haz tangente. Un Lagrangiano
Periédico L sobre M es una funcién C® L:TM xR — R que es periédica en
la variable tiempo . Diremos que el Lagrangiano es convexo y. superlineal si el
Hessiano calculado en coordenadas lineales sobre la fibra T, M es positivo definido

“uniformemente V (z,v,t) € TM x S*, v la superlinealidad significa qué para alguna

métrica Riemanniana se tiene

lim —“L(I7,U,t) = 00,
[v]—o0 ’Ul

uniformemente sobre z y ¢.

Recordemos que, asociadas al Lagrangiano, tenemos las ecuaciones de Euler-
Lagrange, la cuales estdn dadas en coordenadas locales por las ecuaciones

dt

Estas ecuaciones generan un flujo, llamado el flujo de Euler-Lagrange (E-L), que
supondremos completo ie., ¢; : TM x S! — TM x S definido de la siguiente

g—i’(x(t),:'c(t),t) _4 <g—f(x(t),:b(t),t)> = 0.

manera

th(xo, Vg, to) = (.’L‘(Tf —+ to), x(t -+ to), (i =+ fo) mod Z)

Iy,

e

iv

donde z : R — M es la solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange que satisface
fC(ig) = 330,.’?3(150) = 3.

De manera andloga llamamos Lagrangiano auténomo a una funcién suave L :

TM — R que satisface las condiciones de convexidad y superlinealidad. Definimos
la funcién Energia E : TM — R como

E(z,v) = %;I;-(:c,v) -v— L.

Dado que el Lagr‘angiano es auténomo esta funcién fes una primera integral del
flujo de Euler-Lagrange, asf el valor de la funciép energia E(:z:, v) es copstar}te alo
largo de las érbitas del flujo. Ademdés la condicién de'superhneahdad implica que
los conjuntos de nivel de la funcién energia tienen velogldad gcotada vy, por lo tanto,
éstos son compactos. Esto a su vez, implica que el flujo asociado es completo.

Recordemos ahora los principales conceptos introducidos-p?r Mather en [22].
Sea M(L) el conjunto de medidas de probabilidad y sobre I.a o -4lgebra de Borel de
TM x S* las cuales son invariantes por el flujo de L y que tienen soporte compacto.
Sea Hi(M,R) el primer grupo real de homologia de M . Dada una 1-forma cerrada
w sobre My p € Hi(M,R), denotamos por {[w], p) la integral de w sobre cualquier

curva cerrada en la clase de homologia p. Si p € M(L) definimos su homologia

como la dnica p(u) € Hi(M,R) tal que

(o) = [ wdn

para cualquier 1-forma cerrada w sobre M, siendo {w] su clase de cohgmo%cl)gla. La
integral de la derecha es con respecto a y considerando a w como una funcién sobre

TM x S
Dada u € M(L) definimos su accién por:

Ap(p) = /Tstl Ldu.

Finalmente definimos la funcidn Beta §: Hi(M,R) — R como
B(h) == inf{ Ap(u) | p € M(L), p(p) =h}.

La funcién Beta es conveza v superlineal v ademads puede probarse que el inﬁmo
es un minimo (ver [22]) y las medidas donde el minimo se alcanza se llaman medidas




manimizantes, es decir, una medida p € M(L) es minimizante si y solo si

Blp(w)) = Ar(w).

Dado que la funcién § es convexa y superlineal podemos considerar su dual

v

conveza o : HY(M,R) — R la cual est4, definida como
a([w]) = max{ (], £) — B(R) | h € Hi(M,R)}.

Donde w es cualquier 1-forma cerrada cuya clase de cohomologia es [w]. La funcién
alfa también es convexa y superlineal.

¢

Consideremos una funcién cercanamente relacionada a la funcién Beta. En efec-
to, recordemos que dada una variedad compacta dotada con una métrica Riema-
nniana (3, g), definimos la furicién llamada Norma Estable sobre el primer grupo
de homologia H;(M,R) de la siguiente manera |

|Bls :=nf{> "|r; [1(6:)}, Vh € Hi(M,R),

donde d; son simplejos, 7; € R, > 76 denota un ciclo representando h y {(d;) es el .

elemento de longitud inducido por la métrica g. Esta funcién define en efecto una

- norma sobre H;(M,R). Ademds de su interés dindmico la funcién norma estable

proporciona importantes conexiones entre geometria y andlisis. La relacién entre la
funcién Beta y la norma estable est4 dada por la siguiente observacién.

Consideremos el caso particular que L sea un Lagrangiano métrico i.e. El La-

- grangiano definido por

Liz,) =3 v 2.
En este caso se cumple la siguiente relacién entre la funcién Beta y la norma
estable ‘

1
2 _
SIR = B(R),
para toda h € H;(M,R). '
Es ‘interesante mencionar que la norma estable ha recibido gran atencién en
anos recientes, pues como es de esperarse codifica cierta informacién de caracter

geométrico y dindmico para el flujo geodésico. Ademds ella da una interpretacién
geométrica a las posibles preguntas planteadas para la funcién Beta.

vi
Vertices de la funcién Beta de Mather.

Dado que la funcién 8 es una funcién convexa y superlineal sobre H;(M,R)
con valores reales podemos considerar su epigrafo, i.e., el conjunto definido de la
siguiente manera

{(h,7) | h € Hy(M,R), r €R, B(h) < 7}.

Recordemos que una funcidn soporte afin del epigrafo de la funcién § en el punto
(p, B(p)) es una funcién afin ¢ : H;(M,R) — R con ¢ := ([A], h) +c donde A es una
1-forma cerrada y ¢ una constante, tal que

B(p) =¢(p) v B(h) > ¥(h) paratodo h € Hy(M,R).
Decimos que la funcién soporte afin i estd representada por la 1-forma cerrada
A

Definicién: Diremos que una homologia p € Hi(M,R) es un vértice de la
funcién 3 si existe un conjunto abierto U C H'(M,R) de 1-formas cerradas repre-
sentando funciones soportes afines del epigrafo de la funcién § en el punto (p, 3(p)).

Muchas' propiedades interesantes del flujo de Euler-Lagrange pueden ser de-
ducidas del comportamiento de la funcién Beta. Por ejemplo, en el caso de que
una clase de homologia i es un punto extremal de la funcién Beta i.e. si existen
h1, hy € Hi(M,R), tales que h = thy + (1 —t)he para algin ¢ € (0,1) se cumple que

B(thi + (1 — t)hs) < tB8(h1) + (1 —1)B(ha),

entonces, puede asegurarse la existencia de medidas invariantes ergédibas para el
flujo de Euler-Lagrange con homologia h. Es decir, que algunas propiedades de la
convexidad de la funcién Beta se traducen en propiedades dindmicas del flujo de

Euler-Lagrange.

Asi, es natural preguntarse sobre las propiedades que pueden ocurrir cuando en
una homologia dada aparece un vértice de la funcién Beta.

En ese sentido, como parte de nuestro trabajo de tesis en el capitulo 2, obte-
nemos algunos resultados interesantes relacionando la dimensién de Hausdorff de las
medidas invariantes u con homologia b y la estructura algebraica de dicha homologia
h en un vértice, siendo més precisos probamos el siguiente:
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funcidn (3 es diferenciable en cualquier

Observemos que cualquier resultado acerca de la diferenciabilidad de la funcién

Beta implica un resultado acerca de la diferenciabilidad de la norma estable.

Orbitas periédicas para flujos magnéticos débilmente exactos.

En otro orden de ideas, en el capitulo 3 estudiamos la existencia de 6rbitas
peridédicas para flujos magnéticos débilmente exactos. A continuacién introduci-
mos el marco tedrico en el cual trabajaremos, y establecemos nuestros principales
resultados. Dada (M, ¢) una variedad Riemanniana, denotamos por wy la forma
simpléctica sobre 7'M dada por la imagen de la forma simpléctica candénica de T*M
definida por la métrica Riemanniana. Tomemos ahora una 2-forma cerrada € sobre

M y consideramos la nueva forma simpléctica w, definida como

w = wy+ 70,

donde 7 : T'M — M es la proyeccién candnica. Esta forma simpléctica se llama una

estructura simpléctica torcida. Sea F : T M — R la funcién dada por
1
F(z,v) = §gm(v,fu).
El Flujo magnético de una pareja (g, ) es el flujo Hamiltoniano de F' con respecto

aw.
Diremos que un flujo magnético es Débilmente ezacto si la 2-forma cerrada (2
sobre M satisface que Q|r,ary) = 0. Ahora, no es dificil probar que un flujo magnético

es débilmente exacto si y sélo si el levantamiento de Q a la cubierta universal M de
M es una forma exacta.

Observemos que si la 2-forma Q) es una forma exacta i.e. existe una 1-forma
suave 0 tal que §2 = df. Podemos consider el Lagrangiano sobre M dado por

L(5,v) = 50:(v,2) + :(0).

en tal caso tendremos que las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange de L
coinciden con los levantamientos a M de las érbitas del flujo magnético de (g,Q).
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Teorema C. Un flujo magnético débilmente exzacto asociado a una métrica a Rie-
manniana g y una 2-forma cerrada Q sobre M, puede levantarse a un Lagrangiano,

sobre M. Consideramos el Lagrangiano asociado
ST
L(SC,’U) = -2—|’U’x + 936@):

entonces eziste un subconjunto de medida de Lebesgue total A C (eg,c(L)) tal que
para todo k € A, el nivel de energia E~'(k) contiene una drbita periddica no trivial
con (L + k)-accion positiva. En particular el correspondiente conjunto de nivel para
el flujo magnético posee una drbita periddica contraible no trivial.

Ademds, el teorema se cumple para un nivel de energfa especifico k € (eo, c(L))
si el nivel de energia k satifisface la condicién de Palais-Smale.

Quedan una gran variedad de problemas nuevos e interesantes por perseguir
y resolver después. Ademds de los diversos problemas de caracter dindmico que se
pueden plantear, se tienen una gran cantidad de problemas de naturaleza geométrica,
el hecho es que ain estamos lejos de obtener una comprensién satisfactoria de la
funcién beta asi como de el estudio de las érbitas periddicas de flujos magnéticos y
sus consecuencias dindmicas. Finalmente en un intento de hacer més autocontenidas

estas notas hemos incluido un capitulo sobre preliminares.

-




Capitulo 1

Preliminares.

Uno de nuestros objetivos al redactar este trabajo es que sea lo més autocontenido
posible, por lo que en este capitulo damos una répida revisién de resultados bésicos
sobre Lagrangianos. El material contenido en este capitulo introductorio es clésico,
éste proporciona los conceptos y resultados necesarios para el resto de las notas. Para
un tratamiento mas completo del material introductorio ver los siguientes libros [8],
(18], [15]. Hacemos también referencias sobre algunos articulos, los cuales serdn
citados donde resulten apropiados a lo largo de estas notas, para continuar una
lectura especifica o dar los correspondientes créditos. ' g

1.1 Resultados béasicos sobre Lagrangianos.

Sea M una variedad cerrada conexa y T'M su haz tangente. Un Lagrangiano L
sobre M es una funcién C*

L:TM xR — R,

que satisface las signientes condiciones:
L.- Periodicidad: La funcién tiene periodo 1 en la variable tiempo, i.e.

L(0,t+1) = L(6,8) V(0,t) e TM x R.

i
f
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(\V]

IL- Superlinealidad: Para alguna métrica Riemanniana

L t
lim _—(az,v, ) = 00,
Jv]—o0 "U’ :
uniformemente sobre 7 y t. Equivalentemente, para toda 4 € R existe B € R
tal que
L(z,v) = Alv| = B para toda (z,v,t) € TM x S.

III.- Convexidad: El Hessiano

9L

" calculado en coordenadas lineales sobre la fibra T.M es positivo definido 'unj;
formemente V (z, v,t) € TM x S, i.e., existe 4 > 0 tal que

"W Lyy(2,0,t) - w > Ajw]?® para toda (:é,v,t) €ETMx Sy w €T, M.

IV.- Completez: El flujo de Euler-Lagrange (E-L) asociado al Lagrangiano es com- -
pleto, el cual estd generado en coordenadas locales por las ecuaciones

me0s00 -1 (Zewsma) =0 ay

Estas ecuaciones generan un flujo de difeomorfismos o1 TM xSt - 77 x St
definido de la siguiente manera :

@1(z0, 0, to) := (2(t + o), £(¢ + %), (t + o) mod Z),
donde z : R — M es la solucién de (1.1) que satisface z(t) = To, &(ty) = vg.

Esta se llama la solucidn asociada.

De manera anéloga, llamamos Lagrangiano auténomo a una funcién suave [ -
TM — R que satisface las condiciones de convexidad v superlinealidad. Definimos
la funcién Energia E: TM — R como




CAPITULO 1. PRELIMINARES. 3
Ez zﬂ:—aﬁ/x vj-v—1L
<y U) o &y v)
Obsérvese que si z(¢) es una solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange, entonces
d d
J— r) = (— v — Lx - = .
th(:c,x) (dtL )-2=0

Por lo tanto la funcién energfa es una primera integral del flujo de Euler-Lagrange,
ast el valor de la funcién energia E(z,v) es constante a lo largo de las érbitas del
flujo. Ademds la condicién de superlinealidad implica que los conjuntos de nivel

- de la funcién energia también llamados niveles de energia tienen velocidad acotada
y por lo tanto éstos son compactos. Esto a su vez, implica que las soluciones de
Euler-Lagrange estdn definidas para todos los valores de ¢t € R, en otras palabras el
flujo asociado a un Lagrangiano auténomo es completo.

Por otro lado, la convexidad implica que

d%E(x, sv)[szlb =v- Ly(z,v) v > 0.

Por lo que tenemos

minyer, 1 B(z,v) = E(z,0) = —L(z,0).
Escribimos ahora -
eo = maxXgenm E(z,0) = —minxeML(x; 0) > —cc.
La dltima desigualdad es consecuencia de la superlinealidad. Ahora tenemos

eo =min{ k €R |7 : E~'(k) — M es sobreyectiva}.

Nota: A través de estas notas cuando consideremos un Lagrangiano periédico
implicitamente estaremos suponiendo que es completo en el caso auténomo como

fue argumentado antes, la completez es consecuencia de la compacidad de los niveles
de energfa.

Sistemas Hamiltonianos.

Consideremos T*M el cotangente de M. Definimos la 1-forma candnica 6 sobre
el cotangente como

,(€) = pldn€) para €. T,(T"M),

CAPITULO 1. PRELIMINARES. | 4

donde 7 : T*M — M denota la proyeccién candnica. Se define entonces la forma
simpléctica candnica sobre T*M como w = —df.

LG

Un Hamiltoniano es una funcién suave H : T*M — R. El campo vectorial
Hamiltoniano asociado a H y denotado por Xy se define como

w(Xpg,-) = dH().

Los Hamiltonianos que son de particular interés en nuestro caso son lo.que
provienen de un Lagrangiano-convexo. En forma mds pre_cisa dado_ un Lagrangiano
L superlineal y convexo podemos considerar el Hamiltoniano asociado H(z,p) esto
es, la funcién H : T*M — R dada por

H(z,p) := maxyer,m{pv — L(z,v)},

es bien conocido que esta funcién es convexa y superlineal en cada fibra T M.

Obsérvese que en el caso auténomo el flujo de Euler-Lagrange preserva los niveles
de energfa E~'{k}. Denotamos por £ : TM — T*M la transformada de Legendre
la cual es definida por <

oL

(z,v) = %(x,v).

Nuestras hipdtesis sobre L nos garantizan que £ es un difeomorﬁsmo.' Sea H :
T*M — R el Hamiltoniano asociado a L. Si § denota la 1-forma canénica sobl.re
T*M, entonces el flujo de Euler-Lagrange de L puede ser obtenido como el flujo

Hamiltoniano de E con respecto a la forma simpléctica —L*d@ sobre TM. Si X .

denota el campo vectorial asociado con el flujo de Euler-Lagrange entonces tenemos
la siguiente relacién

ixL*df = —dE.
En otras palabras, la funcién energfa satisface £ = H o £, por lo tan.to los nivelx?s
de energia para L son enviados a conjutos de niveles de H. Asi mismo, _el flujo
de Euler-Lagrange de L y el flujo Hamiltoniano de H son conjugados mediante la
transformada de Lagrange L.

En el caso de Lagrangianos Periédicos podemos definir la funcién energia de
manera similar al caso auténomo como la funcién E : TM x S — R dada por

E(z,v,t) = g—i(x,v,t) -v— L.
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Sin embargo en este caso esta funcién no es una primera integral del flujo La-
oran gmno en forma mis Drecisa tenemos que sl z es una solucidn de I entonces

o= =<uas LV 102 LTS

CZE( (1), 5(0),1) = — o (a(t), (), ).

Podemos sin embargo definir la transformada de Legendre £ : TM xSt — T*M x S*
en forma totalmente andloga al caso auténomo

S
5, (& U t).

Més atin, si consideramos el Hamiltoniano asociado H(z,p,t) a L esto es, la
funcién H : T*M x R — R dada por

(z,v,1)

H(z,p,t):= maxveTzM{pU — L(z,v,t)}.

Tenemos de nuevo que la transformada de Legendre es una conJugacmn entre el flujo
Lagrangiano y el flujo Hamiltoniano.

Ejemplos de Lagrangianos.

Ahora’consideramos algunos ejemplos bésicos de Lagranglanos y algunas de sus
propiedades:

Lagrangiano Métrico.

Dada una métrica Riemanniana <, >, sobre T M, el Lagrangiano métrico sobre
M esté dado por la energia Cinética, es decir, se define como

Lz =5 (v,

No es dificil ver que su flujo de Euler-Lagrange es precisamente el flujo geodésico

para la métrica dada. i.e., la ecuacién de E-L es la ecuacién de las geodésicas para

la métrica Riemanniana <, >,:

D
EZZ? 0.

Nétese que el Hamiltoniano asociado estd dado por H(z,p) =3 || p ||2.

&

S

R
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Lagragianos Mecdnicos.

El Lagrangiano mecénico estd definido por energfa cinética menos energia poten-
cial més concretamente dada una funcién suave V : M — R consideramos entonces
la funcién

L) =3 v 5 -V,

ésta define un Lagrangiano y las ecuaciones de Euler-Lagrange para este La-
grangiano vienen dadas por la siguiente expresion

D
%33 - v Vi(z),

donde 2 denota la derivada covariante y 7V representa el gradiente de la funcién
V con respecto a la métrica Riemanniana. En este caso el Hamiltoniano asociado
estd dado por:

Be.p)=3 |22 +V(a)

Obsérvese que también podemos considerar el lagrangiano periddico, para ello
tomamos la energia potencial como una funcién suave V : M x St — R y definimos
el lagrangiano en forma anéloga a la anterior, es decir

Liz,v,t) =5 [0 [} ~V(z,2)

Flujos Encajados.

Esta clase de ejemplos debidos a Mafié proporcionan un método de encajar sis-
temas dindmicos arbitrarios como sistemas Lagrangianos, esto por supuesto muestra
la riqueza y complicaciones dindmicas que pueden aparecer en el estudio de sistemas
Lagrangianos. A continuacién definimos este proceso.

Dado X; un campo vectorial C*™ dependiente del tiempo sobre M, con periodo
1 en la variable ¢.

Entonces definimos el Lagrangiano L : TM x S — R como

L(SL‘/U,t) :H v Xt(x) H2 -
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soluciones del sistema dindmico ¢ = X;(z) son soluciones de
er-T, agrange.

Medidas Minimizantes.

Recordemos ahora los principales conceptos introducidos por Mather en [22].
Sea M(L) el conjunto de medidas de probabilidad i sobre la o -4lgebra de Borel de
TM x S! las cuales son invariantes por el flujo de L y que tienen soporte compacto
(el cual denotaremos por supp(u)).

Dada € M(L) definimos la accién de p como

Ap(p) = /TM . Ldu.
IxSt . .

Sea Hi(M,R) el primer grupo real de homologia de M. Dada una l-forma
cerrada w sobre M y p € H;(M,R), denotamos por ([w], p) la integral de w sobre

cualquier curva cerrada en la clase de homologia p. Si g € M(L) definimos su

homologia como la tdnica p(p) € H1(M,R) tal que

(o) = [ wdn

para cualquier 1-forma cerrada w sobre M y [w] es la clase de cohomologia. La
integral de la derecha es con respecto a u considerando a w como una funcién sobre
TM x S*. Nétese que el teorema ergédico de Birkhoff implica que fTMxSl dfdu para
cualquier funcién C*, f : M — R, por lo que parte derecha de la ecuacién estd bien
definida. Para una prueba de la existencia y unicidad de la homologia p(u) ver [22].

Caso ergédico: Como un ejemplo en el caso que p € M(L) es ergédica podemos
dar una interpretacién més geométrica de su homologia de rotacién. En efecto,
tomemos 7 una érbita genérica vy del flujo de L sobre p y sea z su solucién asociada.

Entonces, para cada T' > 0 tomamos un arco cerrado yr obtenido de la siguiente

manera; unimos z(7') con z(0) por una geodésica con longitud menor que el didmetro
de M. Ahora, denotamos por [yr] € Hi(M,R) la clase de homologia de este arco
cerrado. Entonces por el teorema de ergédico de Birkhoff tenemos

/'fdu—;ggo—/ I
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para cualquier funcién continua f : TM x S* — R. Por lo que se tiene

, e _ 1
<[w],p(lu)> :/Tstl wdu—zll_l;l;lo—/o Wae) (£(t))dt = Ilgl;lof/ w,

lo cual nos implica que

%[’YT] — p(w),

para u- casi cualquier érbita .

Dado h € H;(M,R) decimos que u es una medida minimizante de L con ho-
mologia h si p(u) =hy

Ar(u) = min{AL(v) | v € M(L), p(v) = p(w)}-
Consideremos también el conjunto

Mu(L) = {u € M(L) : p es minimizante con p(u) = h}.

Dada uha 1-forma w cerrada sobre M consideramos M“(L) el conjunto de p €
M(L) tal que:
: Arp_o(u)=min{A;_,(v) : ve M(L)}.

Sea z : [a,b] — M una curva solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange, entonces
la accién de z esta dada por la siguiente integral

Arls) = / L(s(t), £(1), )dt.

En forma més general, es conveniente para muchos fines considerar la accién
del Lagrangiano no sélo en espacios de curvas suaves, si no también sobre espacios
de curvas més amplios, por ejemplo, sobre curvas absolutamente continuas. Es
interesante observar que algunos resultados tienen versiones mas fuertes cuando
consideramos la accién en este espacio. Recordemos que una curva absolutamente
continua es una funcién z : [a,b] — M, la cual satisface que, para todo ¢ > 0 existe
§ > 0 tal que si (a;, b;) son intervalos disjuntos contenidos en [a,b] y > (b —a;) < 6

entonces
Z d(z(b;) — z(a;)) < e
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Si U es un conjunto abierto de R™, entonces la curva z : [a,b] — U es absoluta-
mente continua si y sélo sf la derivada (¢) existe para casi todo ¢ € [a, ], Z(¢) es

integrable y se tiene

ty
2(ty) — 3(ty) = /m’(t)ds Vo <ty <t <b

to

Dado un Lagrangiano L : TM — R tiene sentido definir la accién Ar(z) de L
sobre una curva absolutamente continua x : [y, t1] — M, [te, 1] C R como

Ap(z) = /L(x(t),j:(t),t)dt.

o

Diremos que una curva absolutamente continua z : [to, 1] — M, con [to, ] CR
es minimizante para L uniendo (2(to), %) con (z(t1), 1) si

41(3) < Asl),

para todas las curvas absolutamente continuas y : [to, t1] — M tal que y(to) = z(to)
y y(t) = z(t). B ,

Decimos que z es un minimizante estricto si la desigualdad estricta en la ecuacién
anterior se satisface siempre que y # z.

Fl siguiente teorema debido a Weierstrass proporciona un criterio de existencia
local de minimizantes y los relaciona con soluciones del Euler-Lagrange, para una
prueba de este hecho ver por ejemplo [18].

Teorema. (Weierstrass) Sea L : TM xR — R un Lagrangiano convezo y superlin-
eal, entonces para todo xo € M, tg € Ry C > 0 existe ¢ > 0 tal que sity < t; < to+e€
y z1 € M son tales que d(zg,z1) < C(t1 — to), entonces existe un minimizante es-
tricto  : [to,t1] = M que une (z(to),t0) con (z(t1),t1). Ademds z es una solucion
de Euler-Lagrange de L.

Es de interés senalar que el soporte de cualquier medida minimizante estd con-
tenido en el conjunto de trayectorias minimizantes i.e. que minimizan la accién
anterior para todo intervalo, v viceversa, si una medida ergddica .estd soportada

v
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sobre el conjunto de trayectorias minimizantes, entonces ésta es una medida mini-
mizante. Con el propdsito de comprender el comportamiento de las curvas y medidas
minimizantes en el caso de Lagrangianos auténomos, Mané introdujo la nocién de
potencial de accidn, el cual estudiamos en seguida.

Dados dos puntos 1,22 € M y algin T > 0 denotamos C(z3, 22) el conjunto de
curvas absolutamente continuas v : [0,7] — M con v(0) = z1 y v(T) = z,. Para
cada k € R definimos ‘

Or(x1, 20;T) = inf{Ar(v) | v € Clz1,22) }-
El! Potencial de accion @, : M x M — R U oo de L se define como

By (21, z2) = infrso Py (21, 22, T).

Definicién (Mafié): El valor critico ¢(L) del Lagrangiano L es definido por
c(L) :=inf{k € R | $4(z,2) > —oo para algin =z € M}.

Notemos que si k > ¢(L) realmente se tiene &y (z,z) > —oo para todo z € M. El
siguiente resultado nos da varias propiedades bésicas del valor critico ¢(L): -

Teorema. FEl valor critico ¢(L) € R satisface las siguiente propiedades
i) Sik < c(L), entonces @y (1, 22) = —00 para todo 1,52 € M.

1) Sik > c(L), entonces (z1,22) > —00 para todo x1,%2 € M y el potencial de
accién Py es una funcidon Lipschitz. '

i) Si k> c(L), entonces Op(z1, z3) < Bp(z1, 22) + Pr(22, 23), ademds
(21, 22) + Pp (2, 71) > 0,
para todo T1,%2,%3 € M. |
i) Sik > c(L), entonces para xy # Ty tenemos

Oy (z1, 22) + Pr(z2,z1) > 0.
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Observemos que en general el potencial de accién @ no es simétrico, sin embargo
si definimos dy : M x M — R por

dr(z1, %2) = $p(21, 22) + Pr(22, 21)-

El teorema anterior nos dice que dj, es una métrica si k > ¢(L) y una pseudométrica
para k = c¢(L). Usando el teorema anterior podemos considerar el valor critico
del levantamiento del Lagrangiano L a una cubierta de la variedad compacta M.
Supongamos que p : N — M es una cubierta y consideremos el Lagrangiano L. —+ R
dado por L := L o dp. Para cada k € R podemos definir el potencial de accién P
en N x N como lo hicimos antes y andlogamente obtenemos un valor critico ¢(LL)
para L. No es dificil probar que si N; y N, son cubiertas de M tales que IN; cubre
a N> entonces se tiene | v
c(Ly) < c(La),

donde ]Ll v Ly denotan respectivamente los levantamientos del Lagrangiano denote
La IVJ_ v Ng. ‘ B .

Entre todas las posibles cubiertas de M existen dos cubiertas distinguidas, la
cubierta universal la cual denotamos por M, y la cubierta abeliana la cual denotamos
por M. Esta tltima es definida como la cubierta de M cuyo grupo fundamental es
el kernel del homomorfismo de Hurewicz m (M) — H;(M,R). Estas cubiertas dan
origen a los siguiente valores criticos

cu(L) :=c(L) ¥ calL) = co(L) := (L),

donde L y L denotan los levantamientos del Lagrangiano L a M y M respectiva-
mente.

Maiié establecié la siguiente caracterizacién de ¢(L) (ver [9]),

o(L) = —min{ | Ldu| M(D)}.

JTM

" ¢o(L) es también llamado el valor critico estricto, es posible probar que co(L) es .

el nivel de energia més pequeno el cual contiene soportes de medidas minimizantes.

Para Lagrangianos auténomos, los valores criticos puntualizan los niveles de

energia en los cuales existe un cambio decisivo en el comportamiento del flujo de

Euler-Lagrange.
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1.2 Funcién Beta.

Como ya fue mencionado en la introduccién Mather en {22] generalizé los resulta-
dos sobre conjuntos minimales de Aubry-Mather, asf como también sus propiedades
principales en el contexto de Lagrangianos convexos y superlineales. En dicha gene-
ralizacién Mather definié dos funciones importantes en la teoria de sistemas La-
grangianos, que en cierto sentido codifican informacién sobre la dindmica del con-
junto de medidas invariantes con una homologia dada, éstas son conocidas como la
funcién Beta y la funcidn Alfa.

Siguiendo a Mather ([22]) definimos la funcién Beta asociada al Lagrangiano L
y la cual denotamos por 8 como la funcién 8 : H; (M, R) — R dada por

B(h) :=inf{ Ap(u) | » € M(L), p(u) =R }.

No es dificil probar que la funcién Beta de Mather es una funcién convexa y
superlineal. Ademés puede probarse que el infimo en la definicién en realidad es
un minimo (ver [22]) v las medidas donde el minimo se alcanza se llaman medidas
minimizantes, es decir una medida g € M(L) es una medida minimizante para la
accién si y sélo st ' '

Blp(p) = Ar(w).

Dado que la funcién @ es-convexa y superlineal podemos considerar su dual
conveza o : HY(M,R) — R la cual estd definida como

a([w]) = max{ ([w], h) — B(h) | h € H1(M,R)},

donde w es cualquier 1-forma cerrada cuya clase de cohomologia es [w]. La funcién
alfa también es convexa y superlineal. No es dificil probar que

a(lw) = —minf [ (L -w)du|u e M(L)}.

Maiié en [19] establecié una interesante conexién entre los valores criticos de un
Lagrangiano y la funcién alfa. El probé que

¢(L) = —min{ / Ldu|pe M(I) ).
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En particular resulta la siguiente igualdad

(L = w) = of[w]),

i)ara cualquier 1-forma cerrada w cuya clase de cohomologia es [w].
Definicién: El Conjunto
{(h;r) [ h e Hi(M,R), r € R, () <7}
se llama el epigrafo de la funcién 5.

Resulta de interés en sistemas Lagrangianos el estudio de la funcién beta, pues
las propiedades de convexidad de esta funcién en una clase de homologia h estan
fuertemente correlacionadas con la naturaleza dindmica de la medidas pertenecientes
al conjunto’de medidas minimizantes con homolgia h, Mj(L). Como ejemplo de
estas afirmaciones tenemos los siguientes resultados bien conocidos: :

I) Si h es un punto extremal de la funcién § i.e. si existen hi, hy € Hy (M, R),
tales que h = thy + (1 — t)hy para algin ¢t € (0,1) se cumple que

B(thy + (1 = t)hg) < tB(h1) + (1 —1)B(ha).

En este caso se tiene que My (L) contiene probabilidades ergédicas, para una
prueba de este hecho ver [20]. ‘

ITI) Si h es un punto extremal estricto i.e. si el epigrafo de la funcién S posee
un hiperplano soporte que intersecta a este unicamente en (h, 3(h)), entonces
el conjunto My (L) contiene medidas cuyo soporte es un conjunto minimal
respecto al flujo de Euler-Lagrange.

Por otro lado, consideremos una funcién cercanamente relacionada a la funcién
Beta. En efecto, recordemos que dada una variedad compacta dotada con una

métrica Riemanniana (M, g), definimos la funcién llamada Norma Estable sobre el

primer grupo de homologia H;(M,R) de la siguiente manera
|Bls == inf{} " |ri | 1(8:)}, Vh € Hi(M,R),

donde §; son simplejos, 7; € R, 3 r;6; denota un ciclo representando h y (4;) es el
elemento de longitud inducido por la métrica g. Esta funcién define en efecto una
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norma sobre H;(M,R). Ademés de su interés dindmico la funcién norma estable
proporciona importantes conexiones entre geométria y andlisis. La relacién entre la

funcién Beta y la norma estable esta dada por la siguiente observacion.

Consideremos el casolparticular que L sea un Lagrangiano métrico i.e. El La-
grangiano definido por

i 1
L) =5 v

En este caso se cumple la siguiente relacién entre la funcién Beta y la norma
estable

.o
para toda h € Hi(M,R).

Es interesante mencionar que la norma estable ha recibido gran atencién en
aflos recientes, pues como es de esperarse codifica cierta informacién de caracter
geométrico v dindmico para el flujo geodésico. Ademés ella da una interpretacién
geométrica a las posibles preguntas planteadas para la funcién Beta.

La propiedad de grafo.

Para enunciar el préximo resultado necesitamos el concepto de dominio soporte
de la funcién 8. Un mapa soporte afin de la funcién § en p es un mapa afin
¥(h) =1(h) + cdonde [ : H1(M,R) — R es lineal y ¢ € R, tal que

B(p) =(p) vy B(R) = ¢(h) paratoda h € Hi(M,R).

Dado un mapa soporte afin ¢ diremos que el conjunto S := {h € H;(M,R)
B(h) = 1¥(h)}, es un Dominio soporte para la funcién G.

Sea S un dominio soporte para la funcién § y consideremos el conjunto

A(S)= |J supp(n).

pEM~ (L)
yeS

Existen versiones més fuertes de la propiedad del grafo; sin embargo, para nues-
tros propdésitos la siguiente es suficiente
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Teorema. (Teorema del grafo [18].) Sea S un dominio soporte para la funcién B
entonces existe B > 0 tal que

d(m(61),7(02)) > Bdr(6y,02) para toda 6;,0, € A(S),

donde m: TM x S* — M x S es la proyeccién candnica y dr(-,-) denota la distancia
Riemanniana en TM. '

Obsérvese que, en particular, la proyeccién candnica 7 es inyectiva sobre el so-
porte de cualquier medida minimizante pu.

1.3 Dimension de HausdorfT.

El principal objetivo de esta seccién es introducir algunos conceptos v resultados
bésicos sobre la dimensién de Hausdorff de un conjunto y la dimensién de Haussdorff
de una medida, los cuales serdn necesarios para enunciar nuestros resultados.

Dado un espacio métrico (X, d), una d-cubierta de un subconjunto ¥ C X es
una sucesién finita o numerable de subconjuntos {U;} la cual satisface -

yclJu v 0O<diam Ui <6 (> 1),
: Y=1

Ahora consideremos la siguiente definicién
-
H3(Y) == inf Y (diam U)’,
=1
donde s es un numero real no negativo y el infimo se toma sobre todas las posibles
d-cubiertas de Y.

Esta se llama la medida §-dimensional de Hausdorff y cuando fijamos Y, ésta es
una funcién monétona decreciente respecto a s. En efecto si s < ¢ para cualquier &
-cubierta {U;} de Y tenemos que

Z(dz’am U)t = Z(diam U:)* (diam U;)'™% < gt Z(diam Us)%,
Y=1 i=1

T
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.y por lo tanto HE(Y) < &**H;(Y).

Cuando permitimos tomar el valor oo en estos valores tenemos que el siguiente

limite siempre existe
H(Y) = %in% HI(Y).
-

En particular, para s < t si H*(Y) < oo tenemos que H(Y) =0y si #/(Y) >0
obtenemos que H*(Y) = oo.

Definicién: Definimos la dimensién de Hausdorff de Y C X como

dimg(Y) = sgp{%s(Y) =oo} = iI;f{HS(Y) =0}

y por lo tanto se tiene

s oo sis<dimg(Y)
Y = { 0 sis>dimg(Y).

Definicién: Dada una medida p sobre R?, definimos la dimensién de Hausdorft
de la medida p como

dimg(p) := inf{ dimg(2) | u(Z) =1 }.

Un procedimiento directo para calcular la dimensién Hausdorff regularmente
requiere de manipulaciones complicadas, por lo que es deseable contar con métodos
para estimar tal dimensién. El siguiente resultado da una técnica bésica para obtener
cotas inferiores de la dimensién de Hausdorff

Lema. ([29], Theorem 7.1) Sea p una medida de Borel finita sobre R™. Si para
u-cast cualgquier punto z se tiene

- log u(Bi(2))

2 q,
r—0 logr

para alguna constante o > 0 entonces dimg (1) > .




Capitulo 2

Vértices de la funcién Beta de
Mather.

En este capitulo estudiamos la estructura de la funcién Beta.. Como ya fue men-
cionado; varias propiedades dindmicas del flujo de Euler-Lagrange pueden deducirse
del comportamiento de la funcién Beta, la cual es una funcién convexa y superli-
neal. As{ por ejemplo, se han estudiado los puntos extremales, puntos extremales
estrictos. Porlo que es de interés entonces, el estudio de las propiedades que pueden
ocurrir en el caso que la funcién beta posea un vértice en una homologia dada.

M4s concretamente, uno de los problemas que nos planteamos abordar aqui es
el siguiente: ;deben de aparecer los vértices de la funcién Beta s6lo en homologias
racionales?

Una segunda cuestién de interés es el estudio de las propiedades de diferencia-
bilidad de la funcién beta.

En ese sentido, cabe sefialar que nuestros resultados dan origen a resultados
respecto a la diferenciabilidad de la funcién 8, en particular, recuperamos algunos
criterios de diferenciabilidad conocidos y en consecuencia estos nos dan informacién
en el caso especifico de la funcién Norma estable. Sin embargo, con fines de claridad
en la exposicién estudiaremos estas consecuencias sobre la diferenciabilidad en la
seccidén 2.4. '

17
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2.1 Planteamiento del problema.

Comenzamos con una rapida revisién de algunos conceptos necesarios para enunciar
nuestros resultados.

Recordemos que un funcidn soporte afin del epigrafo de la funcién G en el punto

(0, B(p)) es una funcién afin ¢ : H1(M,R) = Rcon ¢ := ([A], hY 4+ ¢ donde X es una
1-forma cerrada y ¢ una constante, tal que

8(0) = (o) v B(R) = w(h) para toda h e Hy(M,R).

Decimos que la funcién soporte afin estd representada por la 1-forma cerrada A.

Definicién: Diremos que una homologia p € Hi(M,R) es un vértice de la
funcién B si existe un conjunto abierto U C H'(M,R) de 1-formas cerradas repre-
sentando funciones soportes afines del epigrafo de la funcién § en el punto (p, B(p)).

Es claro que un vértice p de la funcién 8 es un punto extremal para esta funcién.
Por 1o tanto, el conjunto de medidas minimizantes con homologfa p, M (L) contiene
elementos ergddicos.

Fijando una base Ay, hs, ... hy del factor libre de Hy(M,Z) éstarinducird una
base para Hi(M,R) (las imagenes en Hi(M,R) de clases de homologia entera).
Definicién: Diremos que una clase de homologia p € Hi(M, R) es racional y

m
escribiremos p € Hy (M, Q) si p = > p;h; con p; € Q para cualquier ¢ =1,...,m.
=1 - .

Obsérvese que en el caso que dimH;(M,R) = 1, tenemos que la funcién Beta es
diferenciable en un elemento p € Hi(M,R) si y sblo si p no es un vértice para la
funcién Beta.

En el caso M = S' Mather en [23] y Bangert en [3] en probaron resultados
mas fuertes relativos a la diferenciabilidad de la funcién Beta, en forma més precisa
tenemos que: g

a).- (3 es diferenciable en cualquier nimero irracional p € H HSL,R) ~R.

b).- Si p € Hi(S',R) es un vértice de §, entonces p es racional y las medidas
ergédicas en M, (L) estdn soportadas sobre érbitas periddicas.
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Motivados por los resultados anteriores, a continuacién son enunciados y proba-
dos algunos de los principales resultados de este trabajo de tesis.

2 LD AU

—

Teorema A. Sea L un Lagrangiano periddico sobre M y p € Hi(M,R) un vértice
de la funcidn B, si p no es racional entonces dimg(p) > 3 para toda medida u con
homologia p.

Donde dimg(u) denota la dimensidn de Hausdorff de la medida 1 (para la defini-
cién y algunas propiedades ver seccién 1.3). El Teorema A puede reescribirse dicien-
do que, si la homologia p es un vértice de 3 y existe una medida u con homologia
‘p tal que dimg(u) < 3 entonces p € Hi(M,Q). Ahora bien como tenemos que
dimg(p) < dimg(supp(u)), el Teorema A implica

Corolario A. Sea L un Lagrangiano pem’o’dz’cd sobre M y p € Hi(M, R) un vértice
de la funcidn 8. Si M,(L) contiene una medida p tal que dimg (supp(u)) < 3,
entonces p € Hi(M,Q) es decir, es racional.

Un resultado andlogo fue anunciado en [12] y nunca publicado. En la seccién 2.4
discutiremos c¢émo nuestros resultados implican resultados sobre la diferenciabilidad
de la funcién §, en particular, recuperamos algunos criterios de diferenciabilidad
conocidos y en consecuencia estos nos dan informacién en el caso especifico de la
funcién norma, estable. ’ '

2.2 Prueba del Teorema A.

En esta seccién damos una prueba del teorema A, para ello consideremos un La-
grangiano L, p y u tales que satisfacen las hipdtesis del teorema A.

Obsérvese que como la homologia p es un vértice, entonces es un punto extremal

estricto para la funcién 3, por lo tanto por el teorema de descomposicién ergédica

podemos suponer que la medida u es ergddica ver [18].

Ahora, dado que p es un vértice de la funcién § podemos encontrar un conjunto
abierto U € H*(M,R) tal que

Blp) = (o) +c(0) v B(h) = (Al h) + c(N),
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para todo h € Hi(M,R) y cualquier [A\] € U. Tomando el Lagrangiano Lq(z,v,t) :=
L{z,v,t) — {w,v) — k en lugar de L con [w] € U, podemos suponer (contrayendo I/
de ser necesario) que U es un conjunto abierto simétrico, es decir, que [A\| € U si y
solo sf —[{A] € U. Ademds podemos probar que tenemos

Bp)=0y B8>0.

Es claro que el nuevo Lagrangiano serd convexo y superlineal, ademds tendrd las
mismas soluciones y minimizantes que el original.

Para probar que dimg(u) > 3 probaremos que existe una constante k > 0, que
sélo depende de p vy L, tal que si ¢ > 0 es suficientemente pequefio entonces

u(Be(2)) < ke, | (2.1)

para cualquier e-bola centrada en z € supp(u). Ahora el Teorema A se sigue
aplicando el siguiente resultado

Lema 1. ([29], Theorem 7.1) Sea yu una medida de Borel finita sobre R*. Si para
u-casi cualquier punto z se tiene

lim inf 28 AB(Z)) S

r0 logr ’

para alguna constante o > 0 entonces dimg(u) > a.

Para probar la ecuacién (2.1) primero consideramos la medida de probabilidad
7 inducida por u sobre la o-algebra de Borel de TM x {0} ~ T M definida como

H(A) = plopa(4 x {0})),

para todo conjunto Borel medible A C TM. Es claro que la medida  es invariante

‘bajo ¥ 1= @1 ie., el mapa tiempo unc del flujo de Euler-Lagrange asociado a L.

Ahora tenemos
Afirmacién: Para cualquier 6 € supp(u) N TM x {0} =: supp(7), se satisface
aB.(9) <ce, (2:2)

para alguna constante C > 0 (donde B.(f) es la e-bola alrededor de § en TM).
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No es dificil ver que esta Afirmacién implica la ecuacién (2.1).

Prueba de la afirmacidn: Para probar la afirmacién comenzamos tomando un
punto u-genérico § = (z,v,0) € supp(u) NTM x 0 el cual tiene una érbita positiva
densa OF(#) en supp(y). Es suficiente probar la ecuacién (2.2) para los puntos
91 = (.’L’l,’Ul,O) S O+(9) NTM x 0.

Tomemos T > 0 tal que 6y = ¥T(6;) € B.(f1). Es claro que este nimero es
necesariamente un entero. Denotemos por z : R — M la solucién asociada de Euler-
Lagrange que satisface las condiciones iniciales z(0) = %1 y #(0) = v;. Tomemos
€ > 0 tal que si d(zy, 22) < € entonces zy, 22 pertenecen a la misma carta coordenada
de M. Ahora escogemos una constante 0 < 7 < T tal que el punto z(7) satisface
que d(z(7),z(T)) < §. trabajando en una carta coordenada consideramos la curva,

y(t) = z(t) + L2 (£(0) — z(T)) si t € [r,T]. Despues modificamos la curva z(t),

T (T-7)
) “'definiendo una curva cerrada yr : [0,7] — M de la siguiente manera

v z(@)site[0,7]
yr(t) = { y(t) ssi telr,T].

Una parte central en la prueba de la ecuacién 2.2 es el siguiente lema, el cual es

' interesante por derecho propio, pues esencialmente dice, que la accién sobre curvas

solucién cuyos puntos extremos estdn a una distancia § > 0 (pequefia) la accidén es
de orden 6%. En forma més precisa tenemos

Lema 2. Sea yr la curva definida anteriormente, entonces eriste una constante
C > 0, que sélo depende de L, 11 y no depende de 61, ademds se satisface

Ap(yr) < C€.

Supongamos por un momento vélido el Lema 2 (el cual probaremos en la seccién
2.3), entonces veremos cémo usando este resultado podemos dar un prueba de la
afirmacién. En efecto, de este lema tenemos que

1 Cé?
— < =
Szl < &
donde [yr] € H1(M,Z) denota la clase de homologia entera asociada a la curva

cerrada yr([0,T]) C M.

(2.3)

CAPITULO 2. VERTICES DE LA FUNCION BETA DE MATHER. 22

Recordemos que como hemos modificado el Lagrangiano L por Lo(z,v,t) :=
L{z,v,t) — (w,v) — k con [w] € U, podemos suponer que U es un conjunto abierto
simétrico (contrayendo U de ser necesario), es decir que [A] € U siy solosi —[A] € U.
Asi tenemos que

(AL h = p)l < B(h) Vh € Hi(M,R). (2.4)

Entonces de las ecuaciones (2.3) y (2.4) tenemos que

‘<[A], %[yf] - p>’ < 0152' (2.5)

Como estamos suponiendo que p tiene algin coeficiente irracional, usando de
huevo el hecho que el conjunto U es abierto. Podemos encontrar una 1-forma cerrada
sobre M con [Ag] € HY(M,Z) y un entero positivo Ny tal que [Ag]/No € U y ademds
se satisface que -

{[Mo], ) € Z para toda h € Hi(M,Z) v {[M],p) € R\Q.

Por otro lado, definiendo mz = ([Ao],[yr]) v & := {[Ao]; p) entonces de la
ecuacién (2.5) tenemos ‘

img =T -¢| < NoCé>. , (2.6)

Consideremos ahora la rotacién irracional R : St — S!, esto es, la funcién dada
de la siguiente manera

Re(z) == z - exp(2mi€).
Levantamos esta funcién a la cubierta R, : R — R, Re(z) ==t +¢.

Dado que R¢ es univocamente ergddica respecto a la medida de Lebesgue m
sobre S!, entonces tomando la bola By ce(1) C S! y usando el teorema ergédico de
Birkhoff, tenemos lo siguiente:




CAPITULO 2. VERTICES DE LA FUNCION BETA DE MATHER. 23 CAPITULO 2. VERTICES DE LA FUNCION BETA DE MATHER. 24
INoCe® = m(Byyca(l)) = limy e £#{ T € [0, N]NZ | d(RT(1),1) < NoCe® } 2.3 Prueba del Lema 2.

—1i 1 _ pT 2 :
=lmy—eoy # T el NNZ| lk e (0)‘ < NoCe® para alguna k € Z } En esta seccién damos un prueba del Lema 2, pero primero consideramos algu-

nas generalizaciones a Lagrangianos periédicos de varios resultados sobre soluciones
KAM débiles, siendo nuestro tratamiento cercano a [11]. Comenzaremos revisando
Slimyeoidi{ T € [0, N]NZ | ¥7(6,) € B.(6,) } alglir}as deﬁmclone_s. v result?flo.s sobre el po.t,enaal de accién y el V,alor critico de
N
Mané para Lagrangianos periédicos (ver seccién 1.1 para el caso auténomo).

>limyeonw#{ T €[0,NINZ | |my —TE| < NyCe® } por (2.6)

:ﬁ( B.(6)). Dado k en R definimos la .accién del Lagrangiano (L + k) sobre una curva abso-

Esto prueba (2.2) para el punto genérico 6; y por lo tanto la afirmacién. lutamente continua de « : [, b ~+ M como

Asf solo resta probar el Lema 2, esto lo haremos en la seccién 2.3. J N b :
P v Ara) = [ @+ B0, 5,

Para t en R denotamos por [¢] el correspondiente punto en S*. Dado dos puntos
(z,[s]), (y, [t]) sobre M x S y un entero no negativo n definimos C'((z, [3]), (y, [t];n))
como el conjunto de curvas absolutamente continuas v : [a, b] — M tal que; y(a) = «,
v(b) = y y que se cumple ademis [a] = [s], [b] = [t] v la parte entera de b —a es n.

.
Consideremos la funcién real 7 definida sobre M x §* x M x S! como %J

®% ((z, 1), (¥, [t])) = minyec((a, s, w@m) {AL+e (1) }-

Definimos entonces el potencial de accién de la siguiente manera

En [11] se prueba la siguiente proposicién.

Proposicién 1. Ezxiste un valor critico ¢(L) tal que cumple

a).- para todo (x,[s]), (v, [t]) sobre M x S' tenemos

@k((x7 [SD> (yv [t])) = { >_i>oo;o szkk;cc((lg)

b).- ¢(L) =min{k : [ L+k >0 para todas las curvas cerradas v}.
c).- ¢(L) = (0). |
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Ahora revisaremos algunos aspectos de la teoria de soluciones KAM débiles.

Cabe sefialar que solo escribiremos los resultados en el caso de Lagrangianos periddicos,

pues la teorfa para el caso auténomo es bastante conocida.

Siguiendo a Fathi ver [14] y [11] diremos que u : M x S' — R es una solucién
KAM débil hacia el futuro si:

e u es L + ¢ dominada, i.e.

u(ya [ﬂ) - u(x, [5]) < @c((x7 [5])7 (ya [ﬂ))7

e para cualquier (z,[s]) € M x R existe una curva v : (s,00) — M tal que

u(y(2), ) — u(a, [5)) = Arie(rl)y
en este caso diremos que y calibra u.

Anélogamente decimos que u : M x S' — R es una solucién KAM débil desde el
pasado si es dominada y para cualquier (z, [s]) € M x S! existe una curva «y : (—o0, s)
tal que ' :

u(:m [5]) - u(’Y@)? [t]) - AL-%—c(’V‘[s,t})'

Diremos que un punto (z,v,[s]) € TM x S es semiestdtico si la solucién v =
Yiz,5) de Buler-Lagrange con condiciones iniciales (z, v, [s]) satisface para toda ¢ la
ecuacién :

AL+c<’Y|[s,t}) =&, ((SU, [5])7 (’Y(t% [ﬂ))

Diremos también que un punto (z,v,[s]) € TM x S' es estdtico si éste es un
punto semiestético y satisface la ecuacidén

s) = =P ((v(2), [2]): (v(s), s1) -

AL+0(7
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Denotaremos por 5. el conjunto de puntos semiestéticos, por 3., el conjunto de
puntos estéticos y por Ay :=7(>.) donde 7 : TM x R — M x S! es la proyeccién
candnica. I

Tenefnos el siguiente fesultadb sobre las soluciones KAM débiles.
Proposicién 2. ([11]) Siu: M xS*— R es una solucidn KAM débil, entonces:
i) u es Lipschitz. |
i) u es diferenciable sobre 'Ao.
i) Sea (z,t) € Ay, v una curva que calibra u y tal que ¥(t) = x entonces

axu(:v,t) = L, (.’L’, fy(t)a t)'

En particular tenemos que v es diferenciable sobre 7(supp(p)) C Aq para cualquier
medida minimizante u. "

Prueba del Lema 2: Recordemos que hemos definido la curva cerrada yr :
[0,7] = M de la siguiente manera

| z(@) st te0,7]
yr(t) = { y(d) si telnTi,

y
donde (trabajando en una carta local) la curva y(t) esta dada como

. =7 .
y(t) = z(t) + T=7) (z(0) — z(T)) si te[r,T].

Consideremos una solucién KAM-débil v : M x S' — R, como tenemos que |
8 >0y B(p) = 0 podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ = 0 (ver _ ]
caracterizacién del valor critico ¢ dada en la proposicién 1, ¢)). Ahora por calibracién |
tenemos

| /0 L(z(t), #(t), 1) dt = w(z(T), 0) — u(z(0), 0). 2.7)

Del resultado de regularidad de Fathi ([15], Theorem 4.5.1) tenemos que
u(z(T),0) = u(z(0), 0) < Gatuiar)m) (2(T) — 2(0)) + Koll2(T) —z(0)[I*,  (2.8)
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~ donde Kj sélo depende de la carta coordenada y de L.

Ahora la L-accién de yr esta dada por

T T -
Ap(yr) = /OL(x(t),:b(t),t)dt—{-/ L(y(t), §(2), £)dt

T .
— Ay(zlpm) +{/ )dt—/T L(x(t), 2(£), )it }.

Para estimar la diferencia entre llaves, tenemos que

L{y(),9(t),1) < L(z(t),2(t),1) + OeLa e (v/(2) — 2(t))

+ 8Lty a0 §(0) — £(0) + Kulla(T) — 2(0)IP.

Para alguna constante positiva K, notemos que c_omo"las z(t) estdn en el suppu),
entonces las velocidades %(t) estdn acotadas. Ahora por integracién, y tomando en

cuenta que las ecuaciones de Euler—La,grange se sa,tlsfacen tenemos que la dlferenaa :

entre llaves es menor o igual a

8, Lo a0 ((0) — 5(T)) + K1 (T — 7)[|(0) — ()| (2.9)
Pero como tenemos (Prop. 2) OyLy),s(0)) = Ozl Por lo tanto sumando
las ecuaciones obtenemos
Arlyr) < Kollz(T) — 2(0)|1? + dpuga(ry o) ((T) — z(0))
+ Osue(ry 0 (2(0) — 2(T)) + Ku(T — 7)||2(0) — =(T)|>.

" Lo cual es el estimado deseado, esto prueba el Lema 2.
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2.4 Diferenciabilidad de la funcion Beta.

Es de interés el problema de decidir la diferenciabilidad de la funcién Beta en una
clase de homologia dada, pues como fue comentado en la introduccién, esta cuestién
esté relacionada a problemas de interés fisico y por la siguiente observacién también
es interesante desde un punto de vista geométrico. Definimos a continuacién una
funcién, relacionada con la funcién Beta, para ello consideremos g una métrica
Riemanniana sobre M

Definicién: Definimos la norma estable sobre H; (M, R) como la funcién

Al = inf{> |r:ll(6:)}, VAR € Hi(M,R)

donde §; son simplejos, 7; € R, > 7;0; es un ciclo representando h y [(4;) es la
longitud de d; respecto a la métrica g.
Puede probarse que esta funcién en efecto define una norma en H; (M, R), llama-

da la norma estable, ver por ejemplo [16] para més detalles de esta construccién y
algunas propiedades de esta funcién. Cabe sefialar que la norma estable ha recibido

gran atencién en afnos recientes. Una de las principales preguntas estudiadas acerca

de esta norma es
i Qué normas en Hy(M,R) pueden obtenerse como normas estables de métricas
Riemmannianas?

En nuestro contexto ésta es interesante por la relacién entre la norma estable y
la funcién Beta, como se verd a continuacién

Consideremos el caso particular de que L sea un Lagrangiano métrico i.e. el
Lagrangiano definido por

L) =3 v 2.

En este caso la funcién Beta asociada con L es un medio del cuadrado de la norma
estable, para una prueba de este hecho ver por ejemplo [4]. Como fue sefialado, un
problema de interés es decidir la diferenciabilidad de la funcién Beta, por lo anterior
cualquier resultado acerca de la diferenciabilidad de la funcién 8 implica un resultado
acerca de la diferenciabilidad de la norma estable. Ademas, la idea de estudio es que

la norma estable representa la interpretacién geométrica de las multiples preguntas

originadas en el marco de Lagrangianos correspondientes a la funcién Beta.

o R T T
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El problema de diferenciabilidad de la funcién Beta fue primeramente estudiado
por Aubry en [1] dentro del contexto de mapas twists. Su estudio lo realizé en el
caso unidimensional, y sus resultados fueron formulados para la norma estable, sin
embargo, los resultados obtenidos por Aubry no fueron plenamente justificados, la

proposicién anunciada por Aubry fue la siguiente

La norma estable es diferenciable en nimeros de rotacion irracionales o € R\Q
y genéricamente no diferenciable en nimeros de rotacién racionales o € Q.

Una prueba rigurosa de los resultados de Aubry fue dada por Mather en [23],
sin embargo Bangert en ([3]) da una prueba més geométrica de este hecho. Bangert
-probé en el caso del toro que la norma estable es diferenciable en cualquier punto
irracional de R? (i.e que sus coeficientes sean linealmente independientes sobre Q),
y -ademds es diferenciable en cualquier punto racional si y sélo si el toro es foliado
por geodésicas cerradas con dicha homologia racional. En [21] Massart generalizé el
resultado de Bangert para un Lagrangiano auténomo sobre una superficie cerrada
orientable. Es de interés también observar que en el trabajo [6] se da una genera-
lizacién parcial al resultado de Bangert. En el siguiente sentido se prueba que si
p es un punto irracional, entonces la norma estable es diferenciable en p en alguna
direccién no radial, esto significa que el cono tangente a la norma estable enp escmde
como un producto metrlco de R con otro cono.

Ahora bien, por nuestros resultados sobre vértices podemos recuperar el resultado
de diferenciabilidad para lagrangianos en S', es decir, probamos

Corolario B. Sea L un Lagrangiano periddico o autdnomo sobre St entonces, la
funcién Br es diferenciable en cualquier p € H1(S', R) =~ R irracional.

Demostracién: Obsérvese que cuando M = S§*, todas las medidas minimizantes
del Lagrangiano L tienen soporte con dimensién de Hausdorff menor o igual que la
dimensién de S x S! por el teorema del grafo.

Entonces, un p-irracional no puede ser vértice por el corolario A y la observacién

anterior, por lo tanto éste es un punto de diferenciabilidad para la funcién Beta pues

dzmHl(Sl,R) =1 N

Capitulo 3

Orbitas periddicas para flujos
magnéticos.

Este capitulo lo dedicamos al estudio del problema de existencia de 6rbitas peridédicas
para flujos magnéticos débilmente exactos. A continuacién introducimos el marco
tedrico en el cual trabajaremos, v establecemos nuestros principales resultados. Dada
(M, g) una variedad Riemanniana, denotamos por wy la forma simpléctica sobre T'M
dada por la imagen de la forma simpléctica candnica'de T* M definida por la métrica
Riemanniana. Tomemos ahora una 2-forma cerrada O sobre M y consideramos la
nueva forma simpléctica w, definida como

w = wq + 7,

donde 7 : TM — M es la proyeccién candnica. Esta forma simpléctica se llama una
estructura simpléctica torcida. Sea F': TM — R la funcién dada por

F(z,v) = %gx_(v,v).

El Flujo magnético de una pareja (g, 2) es el flujo Hamiltoniano de F' con respecto
a la forma simpléctica torcida w.

El flujo magnético modela el movimiento de una particula de masa y carga unidad
bajo los efectos de un campo magnético, cuya fuerza de Lorentz Y : TM — T M es
el mapa de fibrados definido por:

Q. (’LL, U) = gx(Ym(u)a 'U)a

30
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para todo z € M y todo u,v € T,M. En otras palabras, la curva (v(t),¥(t)) € TM
es una Arbita del ﬂmo Hamiltoniano si y gblo si

[«BRSNIRTIEIN Y el ¥

Dy

— =),

donde D denota la derivada covariante respecto a g.

Diremos que un flujo magnético es Débz’lmente ezacto si la 2- forma cerrada Q
sobre M satisface qu
débilmente exacto si y solo st el levantamlento de Q) a la cubierta universal M de M
es una forma exacta.

Observemos que si la 2-forma Q) es una forma exacta i.e. existe una l-forma
suave 0 tal que Q = df. Consideramos el Lagrangiano sobre M dado por

L{z,v) = %gz(v,v) + 0, (v).

Las extremales de L, i.e. 'las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange de L,
coinciden con los levantamlentos a M de las 6rbitas del flujo magnético de (g,9).

Note que como el flujo magnético es completo, entonces el flujo de Euler—LaGrange

©; es un flujo completo. La ventaja de expresar el flujo magnético como un flujo
Lagrangiano es que esto nos permitird usar técnicas variacionales para derivar re-
sultados para tales flujos. Los flujos magnéticos, al igual que los flujos geodésicos,
tienen la propiedad de dejar invariantes los niveles de energia, en este caso los con-
juntos de nivel de F'.

Sea z : [a,b] — M una curva absolutamente continua, entonces en este capitulo
denotamos y definimos la accién de x respecto a L como

S(x) = / L), 5()dt.

~ Como hemos visto en el capitulo 1, podemos definir un valor critico c(L) de los
niveles de energfa en el cual ocurre un cambio decisivo del comportamiento del flujo,

éste estd dado por
o(L) :=inf{k € R | Spx(y) >0},

donde 7‘ es cualquier curva cerrada absolutamente continua en M definida sobre
cualquier intervalo cerrado [a,b]. Es bien conocido que
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En el caso del Lagranglano asociado al ﬂUJO magnético tenemos ey = 0.

Con51deremos un flujo magnético débilmente exacto asoc1ado al par (g,Q), con
Lagrangiano asociado de la forma

Lz, v) = 3lof} +6.(v).

El prototipo de tal situacién es el Lagrangiano L : TR? — R dado por
L2

Note que 8 = xzdy no es acotada, pero df es la forma de area la cual es acotada.

Las técnicas usadas para probar nuestros resultados son métodos variacionales
para el funcional de accidn, sin embargo existe un problema con tal funcional y es que
éste puede dejar de satisfacer la condicidn de Palais-Smale. Sin embargo, es posible
probar que el funcional de accién posee un paso de montania, nos restringiremos a
niveles de energia bajos, en forma maés precisa probaremos -

Teorema B. Dado k > ey = 0. Emiste ¢ > 0 tal que si I' : [0,1] — Ay es una
trayectoria que une una curva constante I'(0) = zq : [0,T] — zo C M con una curva
cerrada I'(1) con (L+k)-accidn negativa entonces

sup Sz+x(I'(s)) > ¢ >0,
$€[0,1]

donde Ay denota el conjunto de curvas cerradas sobre M con homotopia trivial.

Ahora una adaptacién de un argumento de Struwe de la geometria del paso
de montafia nos dard sucesiones convergentes de Palais-Smale para casi todos los
niveles de energfa (ver [28], [27] y [17]). Asila teoria estandard de puntos criticos nos
dard la existencia de érbitas periddicas contraibles no triviales sobre cualquier nivel
de energia donde se satisface la condicién de Palais-Smale. En forma més precisa
probaremos
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Teorema C. Un flujo magnético débilmente ezacto asociado a una métrica Rie-
manniana g y una 2-forma cerrada Q sobre M, puede levantarse o un Lagrangiano,
sobre M. Consideramos el Lagrangiano asociado

L(z,v) = %Ivli + 02(v),

entonces existe un subconjunto de medida de Lebesgue total A C (e, c(L)) tal que
para todo k € A, el nivel de energia E~*(k) contiene una drbita periddica no trivial
con (L + k)-accidn positiva. En particular el correspondiente conjunto de nivel para
el flujo magnético posee una orbita periddica contraible no trivial.

Ademés el teorema se cumple para un nivel de energia especifico k € (eg, ¢(L))
si el nivel de energia k satisface la condicién de Palais-Smale. Por otro lado, en el
ejemplo particular del Lagrangiano L : TR? — R dado por

L{(z9),0) = 5o +ady,

tenemos que c(L) = oo, por lo tanto el teorema B:és valido en (0, 00), porque g = 0.
De hecho en general si la 1-forma 6 no es acotada entonces c¢(L) = +o0.

Los métodos usados para probar nuestros resultados son una adaptacién directa
en el contexto de flujos magnéticos débilmente exactos de los métodos usados en
[7]. La diferencia es que la variedad donde trabajamos M no necesariamente es
compacta y la 1-forma no necesariamente es acotada.

ol
o

3.1 Marco variaciona

—

Denotemos por ’Hl(]’\\i ) el conjunto de curvas absolutamente continuas « : [0,1] — M

tales que
. / |Z(s) x(s yds < oo.

Entonces ’Hl(M ) es una variedad Hilbert y su espacio tangente en la curva z(s)
estd dado por campos vectoriales débilmente diferenciables a lg/largo de z(s), con
derivada covariante en £?. Consideramos en la variedad #'(M) x R* la métrica
Riemanniana
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(60,0, B)iam) = B + FATNE®),n(0) + F(T) | (ZE(), Toleh s

donde 2 7 es la derivada covariante a lo largo de z(s) y f : R™ — R* es funcién

suave, positiva, definida como

Ts1T<1
f<T)'_{ 1 s T >10.

Observemos que esta métrica es localmente equivalente a la métrica obtenida
cuando f = 1. En particular el conjunto de funciones sobre H!(M) x R* es el
mismo para las dos métricas.

Denotarmos por Asz el conjunto de curvas cerradas en #H* (M )xR*. Este conjunto

es una subvariedad Hilbert de H! (M ) xR™ y su espacio tangente en (z,7) estd dado
por: o . .
Twmhsz = {(§,0) € H' (M) x R| £(0) = £(1)}.

Dado k € R definimos la funcional de accién S : ’Hl(M) x RT™ — R como sigue
para (z,T) € H}(M) x R* consideremos

S T) o= [ (206, D + kT ds = | [2}@( )PP+ Buga (6(s)) + KT | ds.
Observe que si y( )= ’ z(%) para 0 <t < T entonces
§k(x,T) = St+x(y)-

Un teorema debido a Smale [26] implica que Sj, es C? sobre HI(M ) x Rt La
derivada de S esta dada por

domk(&, ) = [I T [La(z, £)6 + Lo(z, £)£] + o [k — B(z, £)ds

= (- L, (y y \T'!'fo dtL Lx](y,y)d5+%fo [k —E(y,y)}ds,

donde y(t) := z(%), {(¢) :zf(%),paraOStSTyE:T]\’Zﬁ.R,

E(z,v) =vL,(z,v) — L(z,v) = %[’Uli
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De la segunda expresién, en un punto critico el segundo término se anula, lo cual
implica que y(¢) es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por lo tanto
y(t) tiene energia constante y del tercer término deducimos que dicha constante es
igual a k.

Ahora observemos que si (z1,7) € Ajz v h es una transformacién de cubierta,
si consideramos z3 := h o 71, entonces tendremos Sk(xl, T) = Sk(z2,T). En efecto

sip: M — M es la proyeccién candnica, entonces Q= 22y p = po h implican
Q = h*Q. Como M es simplemente conexo las curvas cerradas x; pueden extenderse

~ a mapas suaves ¢; : D? — M tales que &;|sp2 = z; respectivamente para i = 1,2

Para cualquier tal extension ¢; tenemos que

- /e

En particular tomando ¢ := h o ¢; tenemos

[o=]s

Tomando § sobre M tal que (M 7). es cubierta Riemmanniana de (M, g), ten-
dremos que las transformaciones de cubierta son isométrias, por esto y las anteriores
observaciones se tiene Sk(asl, T) = 8;(zs,T)-

Denotemos por Ag el conjunto de curvas cerradas sobre M con homotopia trivial.

Entonces, para k£ € R definimos la accién S : Ag x RT — R como sigue: dada

(z,T) € Ayg x R" consideramos un levantamiento T de z a la cubierta universal M

v tomamos R
Sk(x, T) = Sk (5, T)

Por las observaciones anteriores la accidén esté bien definida.

3.2 Paso de Montana.

En esta seccién probaremos que para niveles de energia bajos 0 = ey < k < ¢(L), el
funcional de accién Sy para un Lagrangiano de la forma L(z,v) = 3|v|2+60(v) sobre

M con df acotado, exhibe un paso de montafia sobre el espacio de curvas cerradas
sobre M con homotopia trivial. Primero probaremos el siguiente resultado

A
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—

Lema 3. Sea 6 una I-forma sobre M, con df acotado, sea 2o € W C M una
vecindad del punto zg. Entonces existe una bola abierta U C W con centro en xg
en M y una constante ¢ > 0 tal que si vy es una curva cerrada en U entonces

2| S C- long(7)2‘

~ Prueba: Trabajando en una carta local podemos suponer que W es una bola
cerrada en R™ con la métrica euclideana. Ademés podemos considerar que y(0) =
0 € W € R*. Dado que df es acotada sobre M sea ¢; > 0 tal que |d,0(u,v)| <

 c1|v]|u| para todo u,v € R",z € W. Sea v : [0,7] — W una curva cerrada.

Consideramos F : [0,1] x [0,T] — W definida como F(s,t) := sy(t). Entonces

[y ’de9}<fo fo Cll [l ‘dtds
| =G fo fo (%) 7(¢)| dtds
<a fd ST (t)| dtds

<o fy 1) - sl ds = erl(7)”

Ahora el resultado se sigue tomando U C W una bola Riemanniana abierta
centrada en zo. W

Probaremos que existe un paso de montafia cuando consideramos una familia de
curvas que van desde una curva constante a una curva con accién negativa.

Teorema B. Dado k > ey = 0. Eziste ¢ > 0 tal que si T : [0,1] — Ay es una
trayectoria que une una curva constante I'(0) = zq : [0, 1] — 2o C M con una curva
cerrada I'(1) con (L+k)-accion negativa entonces

sup SL+k(P(S>) >c>0.
s€[0,1]

Prueba: Sea (M,7) una cubierta Riemannniana de (M,g) v p la proyeccién
canénica. Sea {V;}Y, una cubierta finita de M por bolas abiertas tales que UU;,
p~*V; donde U;, es una bola abierta como en el lema 3, con la correspondlente
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constante ¢;,. Notemos que las constantes ¢;, ¥ Cig sélo dependen de V; porque U,
y U;, son isométricas, asi denotamos esta constante comin como ¢; > 0. Sea rg > 0
con la propiedad de que cualquier bola de radio 7o en M estd contenida en alguna
V;. Consideramos b := maxi<;<nC; ¥ Sea

k
O0<ilyg< min{ro, ;65}

Afirmacion: Existe so € [0,1] tal que la longitud es long(T'(s0)) = lo.

Prueba de la Afirmacién: Si para alguna s; € [0,1],T'(s1) no estd totalmente
contenida en algun V;, entonces tenemos que long(T'(s1)) > 7o > lp esto implica que
long(I(s1)) > ro > lo donde T'(s1).es el levantamiento de T'(s1). Por lo tanto la
afirmacién se sigue de la continuidad de la funcién s — long(T'(s)) y del hecho que
long(I'(0)) = 0. ’

Por otra parte, si I'(s) est4 Contenida en algﬁn V; para todo s € [0, 1], entonces un
levantamiento de I'(s) est4 contenido en algin U;, para todo s € [0,1]. Escribiendo
7 =T(1):[0,T1] = M y sea [y := long(v;). Tenemos que

_ _ 1 PR
0> Spar(hn) > 5 / Wllz - l/~9zl + kT

o o
"Z; |2 |* = bly + kT4
2 /o

Por la desigualdad de Schwartz

o 71 L9
Z%=</O Gl <T- / 5P dt.

Asi tenemos

- 1
0> SL+k(71) > <ﬁ1— - b)l% + kT.

Dado que k > 0 y Ty > 0, entonces 2_1TT —b<0,ie, Tt > 5. As

kT kT k
l§>——b_il_>—b—l>ﬁ>l§.
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La afirmacién se sigue de la continuidad de s — long(I'(s)) v que long(T'(0)) = 0.
Por lo tanto, esto concluye la prueba de la afirmacién.

Ahora continuemos con la prueba del teorema. Sea g(t) := (5 — b)I2 + kt.

Como long(I'(so)) = lo < 7o, entonces I'(sq) es contenida en algin V; tomando el

levantamiento I'(sq) contenido en U, , podemos aplicar el lema 3. De esta manera,
si':[0,1] — M, entonces

Sp4x(T(50)) > g(To) > minger+ g(t) = lo[v/2k — blo] =: ¢ > 0.
Esto porque

k V2k

lg < %5< .

3.3 La condicién de Palais-Smale.

Decimos que S; satisface la, Condicion de Palais-Smale sobre Ag si cualquier sucesién |
(zn, Tn) en Ag que satisface que |Sk(z,, Ty)| es acotada y limy, {|d(, 7.)Skll@a,z0) = 0,
tiene una subsucesién convergente. Diremos también que S satisface la condicién de
Palais-Smale en el nivel a (resp. niveles en [, b]) si la condicién anterior es vélida si
nos retringimos a sucesiones (2, Ty,) con lim, Sk(zn, Tn) = a (resp. lim,Sy(2n, Tn) € |

la, b]).

Con el fin de dar condiciones para verificar la validez de la condicién de Palais-
Smale para S; sobre el espacio Ay, necesitamos algunos resultados preliminares.
b)

Lema 4. Sea el Lagrangiano L(z,v) = 3|v|2 + 0;(v). Dado cualquier sistema coor-
denado, existen numeros positivos 0, B, a y D tales que

a — w|* < (Lo(,v) = Lu(y,w)) - (v = w) + [B(jv] + |w]) + D} [v — w| d(z,)

para z,y con d(z,y) < 0.
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Prueba: Sea ¢ tal que si d(z,y) < ¢ entonces z,y pertenecen a la misma carta
coordenada de M. Asf podemos pensar que L esta definida en R??,

/0 (6 = ) - Lo (t(z,0) + (1 — £)(g, ) - (v — w)dt

= (Lo(z,v) = Lo(y, ) - (v —w) - /0 (v —w) - La(t(2,v) + (1 =)y, w)) - (z —y)dt.

Ahora, como L(z,v) = |v|2 + 0,(v) entonces |Lgy(z,v)| < Bilv|, + Dy para
constantes positivas By, D; y por convexidad de L, existe a > 0 tal que

U+ Lyy - u > alu|, para todo u.

Asi podemos obtener el lema pasando a la carta coordenada dada. W

Lema 5. 5% Tn € Ao,&g(azn, n) < Ay T < A em‘onces eziste B > 0 tal que

boo /Tn| |2dt—-1—/' Ga[2dt < B
T, Yn = T, ) n )
donde by, := long(yn), yn(t) = zo(F -). En particular si T, — 0, entonces hmnl = 0.

Prueba: Sea I, := long(y,). Por la desigualdad de Schwartz
T T
B= ([ et <o [ laalat
0 ' B 0

esto prueba la primera desigualdad. Ahora, dado que el lagrangiano L(z,v) =
2v]2 4 0;(v) es superlineal y las acciones Sg(xn,T) estdn acotadas tenemos que la
segunda desigualdad se sigue.

Estamos interesados en estudiar la validez de la condicién de Palais-Smale para
el funcional de accidén Sg, el siguiente resultado nos da algunas condiciones que
implican dicha condicién.

Proposicién 3. Si una sucesion (z,,1,),en C Mo satisface

1 .
[‘Sk(xnyTnN < Aj, ”d(xn,Tn)Slc“ < n y 0 < liminfy T, < +00,

entonces existe una subsucesién convergente.
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Prueba: Como M es compacta, si (z,,7,) € Ay, tomando una subsucesién
si es necesario, podemos suponer que ¢y := lim, z,(0) = lim, z,(1) existe y que
T := 11mnT € R existe. Ademas también podemos suponer que d(z,(0),qy) < &
para 6 > 0 suficientemente pequefio.

Sea yn(t) = xn(T ) v sean oy : [0,1] — M geodésicas que unen o, (0) =
g0, n(1) = 2,(0) ¥ B : [T +1,T+3] — M curvas geodésicas tales que 3, (T, +1)
Yn(Tn), Bn(T + 3) = qo, entonces |&n| < 1y |G, < 1. Definimos

o (1) st 0< <1,
wp(t) ==X yp(t —1) si 1<t<T,+1,
 Gult) siT,+1<t<T+3

Entonces estas curvas cerradas wy, : [0,7 4+ 3] — M estén basadas en ¢p, v sus
acciones est ‘
an uniformente acotadas. Ahora por los mismos argumentos usados en la prueba
del teorema de Tonelli’s y por el teorema de Arzeld-Ascoli existe una subsucesién
convergente de w, en la topologfa C° (ver [18], [8]). De ahora en adelante traba-
jaremos con esta subsucesién convergente de {z,}. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que el punto limite de la subsucesién {z,} est4d contenido en una carta
coordenada.

Tomando z, = % Como T < oo por los argumentos del lema 5 existe K > 0
tal que |
|Znllan S Ky ||zallae < K.

Como limy||d(z, 1,)Skll2:xr = 0. Se tiene que

€
4

I/o [Tan(xmZn)—TmLx(xm,z'm)](xn—xm)+[Lv(a:n,z'n)—Lv(:z:m,z'm)](:tn—i:m) ds| < -,

para n,m > N. Como L(z,v) = |v|2 + 6,(v) entonces existe una constante
¢ > 0 tal que |[L;]] < cfv]2. Por lo tanto el primer término estd acotado por
[T, + T)(cK?)||Z, — Tinl| o, asi el segundo término es pequefio.

Del lema 4 y las observaciones anteriores tenemos

1 1
o | |Zn—2m|?ds < 5+B/ (2nf+12m)) 20— 2m||Tn—Zm| +Dl2n—2m||Zn—2m| ds.
0 2 0
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Lo cual implica

allzn = Zmll% < = + (4BK? + 2K D) 20 = &mloo-

Dado que z, converge en la topologia C°, la desigualdad anterior implica que zp
converge en la norma ', de aqui que la sucesién z, también converge en la norma

H! x R, pues T # 0 como deseabamos probar. l
Obsérvese que, por el lema 5, no es dificil probar que si una sucesion (zn, Tn),en C

Ag satisface

1 )
I‘S’k(xnyTn)y < Al, : ”d(men)SkH < —’)’—L Yy hl’l’lnTn = 0,

entonces k < eg.

3.4 Meétodo minimax.

Sea G un conjunto abierto en una variedad Riemanniana y f : G — R una funcién
C?. Dado que el campo vectorial — 7 f no necesariamente es Lipschitz, entonces
el flujo gradiente o, de —f podria estar definido sélo localmente. Dado p € G
definimos ’ ' o '

a(p) :=supf{ t> 0| s — 1s(p) es definido en se0,1}.
Diremos que el flujo ¥, es relativamente completo sobre [a < f < b] si para a <
F(p) < b, se tiene que a(p) = +00 0 f(¥,(p)) < a para algin 0 < s < a(p).

Diremos que una funcién 7 : G — [0,+00) es un tiempo admaistble si T es dife-
‘renciable y 0 < 7(z) < a(z) para todo z € G. Dada una funcién tiempo admisible

7,y un subconjunto F' C G, definimos
E. = { ’Lﬁf(x)(x) } z € F }

Dado un subconjunto cerrado B C G, decimos que la funcién f satisface la
condicién de Palais-Smale restricta a B en el nivel ¢, (PS).,p si cualquier sucesién
de Palais-Smale {z,}, C B en el nivel c tiene una subsucesién convergente.

Sea F una familia de subconjuntos F' C G. Diremos que F es invariante hacia
adelante si F. € F para todo F' € F y cualquier tiempo admisible 7. Consideramos

co(f, F) = ;ggigg{f(x)}-
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El siguiente teorema nos da un Paso de Montaiia, ver [7], corolario 5.5 para una

prueba.

Proposicién 4. Sea G una variedad Riemanniana C? y f : G — R una funcion

C% Seap,geGy
' c:= inf s r
el 861[102]{ F(T(s)) 1,

donde C(p,q) :=={T:[0,1] - G| € COT(0) =p,T(1) = ¢ }.
Supongamos que . ‘

i).- ceR.

it).- El flujo gradiente de — f es relativamente completo sobre |f —c| < € para algin
e> 0. B

ii).- maz {f(p), ()} <c.
w).- Existen subconjuntos cerrados B C A C G tales que
a).- f satisface la condicién de Palais-Smale restricta o A, en el nivel c.

b).- Para algin e > 0, A contiene la €, -vecindad de B. -

¢).- Para todo € > 0, Ezisten A € (0,¢) y I € C(p, q) tales que
L0, 1) c(BN[f<c+e)U[f <c-A.
Entonces c es un valor critico de f. Ademds el conjunto
Koa={z€G|zeAd(x)=0f(z)=c)

contiene un punto el cual no es un minimizante local estricto.

Ahora estudiaremos la condicién de completez relativa para el funcional de accién
Sk

Lema 6. Para todo k € R, 51 0 ¢ [a,b] C R, entonces el flujo gradiente de —S,
sobre Ag es relativamente completo sobre [a < S < b].

I e e ——
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Prueba: Denotemos pof f : Sk : Ag — Ry sea ¢, el flujo gradiente de —f.
ntonces § . 2
F) = fl) == [ 95,00 w0 ds= [ 19 FE)I s
t1 1

Ahora por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos

0 (0), s (0))? < ( / 1 F@ @) ds ) < o — / |7 £ ds.

Asi :
(s, (D), U1, (0))? < [tz — 0| F () — f ).

Consideremos [0, @) el intervalo maximal de definicién de t — v (p). Sup.ongamos
que a < f((p)) < bpara0 <t < a < +oo. Por la desigualdad anterlor., para
cualquier sucesién s, ' « tenemos que (zs,,7(ss)) = s, (p) es una sucesién de
Cauchy en AgNa < f < b]. Entonces

T, = li/m T(s) € [0,+00) existe.

510 < To < +oo, como todas las sucesiones {z,} son de Cauchy, enton.ces
g = lim; 7o U5 (p) = Ya(p) existe. Dado que f es C', podemos extender la solucién
t — (p) en t = a. Esto contradice la definicién de o.

Si Ty = 0, entonces existe una sucesién s,  « tal que E%T(sn) < 0. Escribiendo

T :=T(sn), Yn(t) := 35, (7). Entonces
_ - ,
_d &Sy, 1 /Tn : 1 .2
< N R AT En, Un) ds = —k + —— |9n|* ds.
0> —T(sn) = =7 T, (Yns Un) o, |,

Como lim, T, = 0, tenemos que lim, fOT" 7| ds = 0. Del lema 3 se tiene que

‘Tn
| 9|gbzggb-Tn/ |9, |% ds,
0

Yn

Asi T
1 "

|Sn(zs,,, Tn)| < (6T, + 5)/ |Un|* ds + KT,.

0
Por lo tanto lim, Sg(2s,,Tn) = 0. Lo cual contradice la hipétesis que Sy(zs,,T,) €
[a,6] y O ¢ [a,0]. W |

El siguiente resultado nos da la validez genérica de la condicién de Palais-Smale

como una consecuencia del paso de montafia para Sg.

e
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Proposicién 5. ([7], Prop. 6.1) Dadas v5,7v, € Ag, para k € R, sea
c(k):= inf sup { Si(['(s)) },

PeClyom) sefo,1]

donde C(vo,m) :=={ I :[0,1] = Ay | T € C°T(0) = 4, (1) := m, |3

Supongamos que para algin ko € R tenemos que limk_}kg c(ko) #0 y

c(ko) > maz{ Sy (70), Sk(m) }-

Entonces eziste € > 0 tal que para Lebesgue casi todo k € (ko, ko + €),c(k) es un
valor critico para Sy sobre Ay, con un punto critico el cual no es un minimizante
local estricto.

Prueba: Dado que la funcién k& — c(k) es no-decreciente. Como Sy, es continua
sobre k existe € > 0 tal que

max{ Sk('yo),Sk(fyl) }‘< c(ko) < clko) #0 Yhy <k < ky—+e. (3.1)

Asi, por un Teorema de Lebesgue existe un subconjunto de medida total de
ko < k < ko + € en el cual ¢(-) es localmente Lipschitz. Dado k en este conjunto
y My su constante Lipschitz. Sea B C A C Ay los subconjuntos cerrados definidos
por

Bi={(2,T) €A |T<M+2}, A:={(2,T) €A |T<M+3).
De la condicidn (3.1) ¢(k) # 0 por la proposicién 3 tenemos que S, satisface la
condicién de Palais-Smale restricta a A, en el nivel ¢(k).

Afirmacidn: Existe I' € C(y,71), € > 0y A > 0 tal que
L0, 1)) € (BU(Sk < (k) = X)) N (S < c(k) +e).

Suponiendo vélida la afirmacién de la proposicién 4, tenemos que Sj tiene un
punto critico en A el cual no es un minimizante local estricto, esto prueba la proposi-
cién 5. ‘ ‘
Prueba de la Afirmacidn: Fijando k tal que c(-) es localmente Lipschitz en & con
constante Lipschitz M}, tomamos una sucesién %, > k con kn, — k, entonces Sy, Si
tlenen un paso de montafia con el mismo conjunto de trayectorias en C(7vg,v1).
Tomemos T, € C(7yy, 1) tal que

MaXse(o,1] Sk, (Ln(8)) < c(ky) + (kn — k).

IW T ———
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Ahora como c(-) es continua en k y k — Si(7y) es creciente, entonces

maxsefo,1) Sk(n(s)) < maxeo, 1 Sk, (Tn(s)) < c(kn) + (kn — k) = c(k).

Sis € 0,1] es tal que Sy (T (s)) > c(k)+ (k, — k), entonces ', (s) = (z,T) donde

_ Sk, (I‘n(s)) — Sk(rn(s)) < My +2,

T:

para n suficientemente grande. Ahora dado € > 0, sea n tal que c(ky) —c(k) + (kn—
k) <e, v A:=k, —k entonces tenemos
| L(0.1]) € (B U (S < efk) — M) N (S < ofF) + &),
lo cual prueba la afirmacién.
Finalmente damos la prueba del teorema C

Prueba del Teorema C:Sea0=¢ <k < ¢(L), por definicién de c(L) existe
una curva cerrada (z,7T) en M con homotopia trivial, tal que Sk(z,T) < 0. Por
el Teorema B y proposicién 5 tenemos que, para casi todo k € (0,¢(L)) existe un

punto critico de S, en Ay, esto es una érbita periddica con _homotopia_trivial y de-

(L + k)-accién positiva.

s

.
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